
Dn = (En ,
.

-, En) aid.

↑ (F) : EdifFil(On]
R . (F)= [R(F) ↑ (Ei : c) = (P(C : =n)=Edi = 1)

= PPfEi = -1)=

[Ex) = EEEix]
Ex)

[i

11 c ER.

↑ (cT) =EIg[ : g(i) (n]

= ETS1[cf( ID
: ETSMP1fD]

~ Ei

P([i = 1) = P(di =c) =1

13 : prend - 1 et 1 avec le mema proble.

Mettre un [11 devant Ei change l'ordre
dans la quel un va sommer la termes

pour calculer l'espérance mais pas

su valeur finale).



= EISP 1 IPE : f ID

: kin(T) sup (A) : Sup((1-xA)
= 14 Sup [A)

2) On suppose TrETc.

On a T
.
-Te =s sup(t. ) ? sup(ta)

S: In = Th = direct

S. Tn CTc · Supposons Sup(TuK sup
Par cef du sup ,

Fretz
,
neth .

Or
,

T

n CTc
,
donc FrEtn =2 ETh don <tr

for dof do sup ,
to 2t2 = Contradiction.

T. T2 => S [Sf(i) /feTS-GEEdifillfeTz]
=supE13) Sup3113

Ainsi
.
In (1) : E [sup[d : f(z: /3 /Da]

feT-

ELSup [Sif (ti)}IPn] : ET I



3) A + B= (a +b(a = A
, beB]

Mg sup (A +B) = Sup (A) + sup(B)

Fa
. b

,
a) Sup (A +B) - b

Pur def , sup(A) 1) sup(ArB) - b

b (Sup(A + P-Sup(A) = > supli) -[Sup(A+2) - SupAs

Sup(Al + sp(D)) Sup(A+ B)

Def sup ,
Es . (Va . b ,

mb s) , sup(A+B) S.

Donc
, sup(A +B)) Sup(Al + Sup(B)

et 1 = 1

En (Tr + Tn) = ElgPrin = [Erg il Lon]
- ETUDES : (ffk)) ID ]

ActTe

:ELEd. fEis + Eifc(i) (Dn]

=in (Ta)



h) Conv(Al = [x la mi ,
NIEA

,
XiS, 0

,
11 = 13.

ary max [xia :
= [1si

= arymude

XiS, o

1/ X1: 1

&. (com(T))=[sopdf) (Dn]
PEN

(fp) -4

Xi), 0

IIxII : 1

: ETIsui
-E[1 sp :fil

= ETE SUP Max (i) ID
(fp) et

=ETIPf() IP]
: En (t) ·



Ex 2

1
- Bo( = Suert (Vallo & C3 G : (x -Bok rewisI

1wilni) $3

En (3) : E [SUPE[s : fID

= ETSn[C wie : 1 DaS
11 Wll

,

&B

=El
Ilw/InB



: ETI y
IlwIB

·El wizi) (Pr]
1(wi D

DEL 1 Pull :Gille (Dn] (Holder
1WIB

Ka
.
b)/<>Il

- 11b1
E[IIIE : Zillo (Dn]

= [E[max1[ 1 (Dn]
h j

· ELITE (n) ,c
= &ETEin : ID

Massart ? manceELeN
mex Halln :max

(2) /[cy"
=IncY =

= C



2) Kr
,
el : ( Q 01

,
61) .

K = (4(Xi , Villien
, in

2) : (2 (0
,
d) (1wIn-M3 .

↑ (t)) : EISPEEC , N L

:= Elim (w
,
[ci /) <IDn]

M

1) ITa MwlIE: ID

El 11 [E Nis Da (Dn]

: E[(IE : P (X) ,

[s: $( : ) Tal (Dn]
->

> MEL([E: (X :,
[Si & (i) <

a
(Dn]Jensen

I concave :

ETDIY(EN) : MEL (2 : @N , dj PNiDyIDn]
inSYv

:MEL <N , PNiKIDn] "
=ME (() ·+11#IJ
= MTETEE ( QN) , ADNin]



= M (d() ,E]E)
-
=
Malkl

.

N

Ex)

r(Y , n) =ma en I ( (i) il y a

Nombre maximum de manières de classer n points en utilisat

des fractives dans y

4) E 191 -E[s[: gil IDn]) ·

Posons Gip
a

l'ensemble des vecteurs (y(211 ..,g(zn))+pour
teats fonctive clas : Glan : [B(Eill : in /gEG3 .
On obtient

& Kyl=E[[Ez: (Da]] ·



Comme geG est à valeurs dans 5-1 , 13 ,

mux 1121 -
M.

ZeYIDh

On peut does appliquer le Comme de Massart :

EPEZID]]
Or

, YlonEE(q(vil) :in ) Clien ER*, gEG3- Ainsi,

ITID)mend(((mil)im(y = (3) = 5/9 , n)

On en déduit

[]in)U

= (2e +( .n))
On suppose V(g) < + o.

Sin < ~(4) : 8 (G , n) = 24. Ainsi

in (5) &P(2% re



Sin > v(G) :

r(G ,n) ((C Pos Vl

On en décrit

En (9)(
vive())
=(ent)
·(2)
(ven (2-)
=j

(login



Ex/

1) : R - M
. 10( . ) - OM)12) K1u-vel

& (00T) = EIzPI : 100f(EID
: ECP(01)(z : 1 + En (108)(n) /Da]

= FE[sup e
... (l + En 108)(n) IDn] ·

Att

=1[H +En(H)(En](D]
Def Sup : Vajo

,
JxEA

, x) Sup(A)-E .

Par définitive du sup ,

FETO
, Afr , fe et tog : (sans pate de gen ,

on suppose lessol
~
. All + 100t) En) >4-2) (...Al + (60))(2n)

et en .. (2) - (00fz) (En) < (1-5) (3rpm
.

(A) - (007) (n)
fer

Ainsi,

73)ETSPM.
( +(F :GECA

+ 1 SPM() -lot



E(M .. (f.) +pot)En)) + EMn- (ful - 100fu) E)

= = (Mn-- (fr) + Ma
. (fc) + 100t)(n) -(Pofe)(n))

Posons S = Syn(f-lEn)-fultu)) · Par propriété de Lipschite , on a

9) (f
. En1) · PIfulzul) (Prizel-PAcns)) ->ks(trEn)-toEn) -

L'inégalité précédente implique donc :

G-S/Es ..( + En(f)(t)](() +m- (2) + Sk(fn(n) - tz(n)

= Etn--fr + S4f-Fel) +1(.Hu) · SufEn)

DES.. (f) +34f(z) +E-() -Suf(n)

= ()+En
N En

=P(f)+ EnkfEnl]

Prisque cette inégalité est vraie pour tout 230 ,
cela implique

que

EP(f) + Enf)Enl] EP ..HEfE]



On en décluit l'inégalité suircate :

.. () + En(00f)(z) (En] /D...] ①

&EPe( + EnklE](Dn-

= ETS(f) + EnkfEn) ID]

Procéder de la même manière pour tors les autres (dilian termine la

Prenve .

2) Poson F = ( (u , y) + y f() /feF]
et F = /pof : fe F']

Vfe F
, fest 90,

73-value . On applique
don un théorème du cours (TD2) :

↳

f F , l[fE +2)
ES

EfEF
,

ETPp(yt()] - [p() + 2 Rn(00F)+



Or
, En EM

, Auxo &Pp(m) ·

Ainsi

E[ *94t03] - [P(4fm)] et dans

< (f)1 En
· p(f) + 24n(00F) +(

De plus, % 'm =Pub
op'Ey est does -Lipschitz.

On obtient ainsi :

((f) -
> [np(f) +2 Rn(F) +h

Finalement
, Rn(F):Esp [ :y: fl

-E [Supla
=En (F) ,

ce pui donne le resultat atta . La 2 partic se montre

de manière analogue en utilisant le 22 inégalité du
cours



Exs]

Soit Kun nogan toy .

Va, , /k(m,2//) B?
Soit # Le RKHS associé à v

. On poseinf At: At t

A(f) : E[ max 50 ,
2- Yf(x)3]

On considère l'estimateur suivant :

F = arymimax(0, 1- Yif(x)3XVI
VX)0

.

On note An(f) : = max 90, -yf (X : 13+XI

1) En (F)= max (0 ,
-0

La faction I" minimise An
. Prisque OFEF .

On a décrit

que

AnlEn") All = 1
.

Or
, 1 max40, 2- Yifil] 0 , VEF . Ainsi

XIEDEn(F) (1 =Fille D



2) Posons Alf : ELY(Yf(1] avec Ym = maxSoc-mz.

& Posons X30 et = aryminl

On définit l'ensemble F = Sz = (a
,4) + y (() (fe].

Avec probabilité 1-1
E , LACH-ÄnAll-2R . (40F) + c e
avec a tel

que

c =(Y(yf(x)) - Y(y'f(xi)) = (mm + 90 .
2- yf(x)3 - max 20, 2 . 4 IN)

↓ max (0, 1-yf(x)) &S: syntEsgf

1) 1 + (f(x) = 1 + (f ,
k(x ,,))

=

Th 2 . 10 area -1 + 11f( = 11k(· (1)
11 + 11 fle Bp(z -

, 2) = FESATAB (1 + 1
*



On suit que Y est 1 Lipschitz. On a chone

(A(H)-. (1) > 2 R . (F) +ch
Aussi,

Ro (F) =EE[sif(x) (Di]
= ETEIsp [cif(XilD]

Y : S- 1
, 7]

Vii = 4(X: Xi) =Et] Mussant)
Fin

DuLa

Finalement
,

un obtient :

A(7) EnHl ++M ,E



3) On posenew by In -> 0 af nin- .

D'après le développement effective i be a precedente
,

on ce

crea prob 1-8 :

- In A)-Antrl .

1 In
,

Z

où C=
Posons f *= aymir Alf) . On obtient

,

aree prob 2- 8
f

A (T" )-AntA*-A
2, 0

= Affin) - A * ) 1
) 22.

Ainsi,

IP)Alt") - Alf
*

) > 24) - &
Poss &** ,

GCn -> 0
. On en décrit que FES0,

IN,

Un > N ,
2Cn LE .

On obtient-A)



Or SN= (A) - Al *) > El 10.

De plus ,
la serie II converge . On a conclut

.
VELO,

(A) - A * (E) 30 · On utilise Boret-Entelli
pour conclure

On a

( (syn()) : P(syn() + Y) = P(yE*( + 0)
=ELFSu 203]

-s: Y 30
,

4(4(1), 12, 11 ... ) t
= A(f)

-s: Y (1,1
,

4 (4 (1) = 0 = 19.. 3

I
y

Y(YFi(1)), 0 = 11 : )(
ElY(Y1]

· si O YFN 17
,

!



h) On cherche i montrer que SUMest uniformement stable :

Dn = ((Xe , Yali - , (Xn , Ye) (
Dr = ( (X : 4:. ..., In Yil ty .: k (X :,4: )= (X. %:)

min An , EEcrymi En
fEF

FftFi , my , Y (y , +(1) (A * 1+

↑ (F - Y(/ ** -FPU-F *U

14-Lipschitz)
[Proposition 11 .

7
,

VfEF ,

Ve
, (fal : ((k( 1f > Fl

1) IlkCIE /All +

Foundations of ML

,) , 6 ..1) UAIE
Mohri et al . )

=Et) KIEIF

-> BIf
↓ Blfe

= Ifle Ilfle



On peut démontrer que ,
avec probabilité -5,

⑪

(AF) -AnF)) UnRnUR)
Montrons

you Un -0 et MUn-o : (supposons que
WXn-+r

↳
Ainsi

,
Un + RnUn +A -10· Appliquer In

même stratégie que d la questio précédente termina la

preuve .



Preur de :

On cherche a majorer

① IAFF)-AFill = (ETYEnI]-YEn])
-l[Y(n)-YEr]/
E[lY(Er) - Y : ) 1]

& Un

② IACE-EnFill= T , Exi) - Y ( :· Exi)

11/4(Y :, En(i)) - Y( .. En(X ://

+ 17( · E(X) -Y(Y , Fr()

1)W
M

EnUtilisant & et Q
, o port obtenir l'inégalité suivante



1A(f) -AnlEn) -AFul + AnEn)1 : (AEEn)-AFFn) + EnAn)-ÄnEns

- IAEn) - AFi)) + (EnHin)-FEns
-25+*

On pet appliquer l'inégalité de Mc Dimmis :

/IAIFul-Ä - Enl-ELASEn)-An/fu)]ka) > exple
o pose 3 : Cexplic
= In/E )=y

) RnOn + A) = E.

Ainsi

P)(A(F)-An(E) -ETAFul-Fr)]RuDS



Or
,

·ETIA(E)-E)SYE
-1[4(y :· Frmil)- Y( , En (x)]
= IY( ,-YE
Un .

Or of El est apprise sur l'ensemble
-Ides points de Dn à l'exception de
Z: z

. Le "symmétric" de l'espérance
permet de mélange les termes)

Finalement
,

are probabilité 1-S,

(A(En) - An(n)1-On + Con +Ai


